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0 Einftihrung

Um mathematische Beweise zu fithren oder die Korrektheit von Algo-
rithmen zu zeigen, eignen sich funktionale Programmiersprachen meist sehr
gut. Allerdings wird dazu oft nur ein bestimmter Typ von Sprachen benutzt,
die sogenannten "reinen" (von engl. "pure") funktionalen Sprachen, welche sich
von den "unreinen" ("impure") funktionalen Sprachen dadurch unterscheiden,
dass alle Berechnungen nur durch Funktionsanwendung durchgefiihrt werden,
und dass sie einige Nebenwirkungen der unreinen Sprachen nicht zulassen.
Diese Nebenwirkungen, wie z.B. implizite Zustandsanderungen oder Excepti-
on-Behandlung, erschweren im Allgemeinen eine Beweisfithrung recht erheb-
lich. Leider ist es jedoch nicht selten der Fall, dass die Verwendung einer unrei-
nen Sprache die Implementierung eines Algorithmus sehr vereinfachen, wenn
nicht gar trivialisieren wiirde. Zu den reinen, funktionalen Sprachen zdhlen Mi-
randa und das etwas besser bekannte Haskell. Unreine, funktionale Sprachen
sind z.B. Scheme sowie Standard ML (SML).

Man hat lange nach moglichen Wegen gesucht, um die Vorziige von un-
reinen Sprachen mit der leichten Beweisbarkeit von reinen Sprachen kombinie-
ren zu konnen. In den 70ern kam man auf die Idee, das bereits einige Jahre zu-
vor in der Kategorientheorie erfundene Konzept der "Monaden" auf die funkti-
onale Programmierung anzuwenden. Wie sich zeigte, ergab dies einige interes-
sante neue Moglichkeiten, bisher als nur schwer oder umstandlich 16sbar be-
trachtete Probleme in der reinen, funktionalen Programmierung auf elegantem
Wege zu 16sen.

Monaden bieten auch die Moglichkeit, Programme so zu strukturieren,
dass sich viele Anderungen einfach durch Umdefinierung der verwendeten
Monade und einigen geringfiigigen Modifikationen am eigentlichen Programm
erreichen lassen, was im Allgemeinen fiir eine hohe Ubersichtlichkeit und leich-
te Wartbarkeit desselben sorgt

Im Folgenden soll die Anwendung von Monaden in Haskell [3] gezeigt
werden; dazu werden zundchst zwei Beispiele gegeben, die die Exception-
Behandlung sowie die Verwaltung eines globalen Zustands unter der Verwen-
dung von Monaden demonstrieren. Im Anschluss daran wird auf die formellen
Eigenschaften von Monaden eingegangen, sowie auf die Gesetze, die fiir sie gel-
ten. Zum Abschluss wird gezeigt, wie Monaden zur Erstellung von Parsern
verwendet werden konnen. Parser verarbeiten eine Reihe von Eingabe-Daten
(z.B. eine Formel aus Zahlen und Operatoren) in einen Ausgabe-Datum (z.B.
das Ergebnis der Formel).
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1 Varianten eines Auswerters

Ein Auswerter ist ein Programm, das einen Term, bestehend aus weiteren
zusammengesetzten oder atomaren Termen, auswertet, und anschlieffend das
Ergebnis zuriickliefert. Obwohl das Konzept der Monaden bei Weitem nicht auf
Auswerter beschrankt ist, soll es hier zur einfachen Demonstration zunachst bei
einem solchen bleiben. Als Sprache kommt — wie oben bereits erwahnt —
Haskell zum Einsatz.

1.0 Ein einfacher Auswerter

Als erstes gilt es, ein Grundgeriist fiir den Auswerter und zukiinftige Mo-
difikationen an ihm zu schaffen. Dazu definieren wir den Datentyp der Terme,
die ausgewertet werden sollen:

data Term = Con Int | Div Term Term

Demnach ist ein Term entweder eine Konstante vom Typ Integer oder aber ein
Quotient aus zwei weiteren Termen. Damit lassen sich Ausdriicke wie z.B. der
folgende konstruieren:

(Div (Div (Con 1972) (Con 2)) (Con 23))

Der dazu passende Auswerter sieht dann so aus:

eval 2 Term
eval (Con a) =a
eval (Div t u) =eval t +eval u

Nun definieren wir den obigen Beispiel-Term. Ausserdem wollen wir einen feh-
lerhaften Term definieren:

answer, faulty it Term
answer = (Div (Div (Con 1972) (Con 2)) (Con 23))
faulty = (Div (Con 1) (Con 0))

Der Term answer berechnet sich zu 42. Der Wert des Terms faulty ist undefiniert,
da bislang keine Fehlerbehandlung angewendet wird.
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1.1 Der Auswerter mit Exceptions

In unreinen Sprachen wird zur Fehlerbehandlung oft das Konzept von Ex-
ceptions (Ausnahmen) verwendet. Wird eine undefinierte Situation erkannt, so
wird sozusagen der "Ausnahmezustand" ausgerufen, auf dass die umschlie-
fiende Fehlerbehandlung diesen abfangen und das Problem bereinigen kann.

Wollen wir nun eine Fehlerpriifung in unseren Auswerter einbauen, so
konnten wir z.B. eine neue Klasse von Funktionen einfithren, bei deren Berech-
nung eine Exception auftreten kann:

data M a = Raise Exception | Return a
type Exception = String

Dabei sind Raise und Return Konstruktoren, die entweder eine Fehlermeldung
vom Typ String oder ein Ergebnis eines beliebigen Typs a zurtickliefern.

Jetzt konnen wir den Auswerter entsprechend umformen, um die Division
durch 0 abzufangen und eine Exception zu erzeugen:

eval :Term — M Int
eval (Con a) = Return a
eval (Div t u) = case eval t of

Raise e > Raise e
Return a — case eval u of
Raise e > Raise e
Returnb — if b=10
then Raise "divide by zero”
else Return (a + b)

Falls bei der Berechnung des Divisors oder des Dividenden eine Exception auf-
tritt, so wird diese erneut ausgerufen (mit dem selben Text), ansonsten wird der
Quotient aus beiden berechnet. Falls hierbei der Divisor 0 ist, so wird ebenfalls
eine Exception erzeugt, andernfalls wird schliefslich das Ergebnis der Division
zuriickgeliefert. Angewendet auf die beiden Beispiel-Terme liefert der Auswer-
ter:

eval answer = (Return 42)
eval faulty = (Raise "divide by zero")
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1.2 Der Auswerter mit globalem Zustand

Angenommen wir wollen statt einer Fehlerpriifung jetzt die Anzahl der
notigen Divisionen berechnen. In einer unreinen Sprache wiirde man sinnvoll-
erweise eine einfache, globale Zahlervariable verwenden, die bei jeder Division
um eins erhoht wird.

Da wir diese Moglichkeit nicht haben, verlegen wir uns erneut auf die Ein-
fiihrung eines neuen Typs von Funktionen, die neben ihrer normalen Funktion
zusatzlich einen Zustand verandern:

typeMa = State — (a, State)
type State = Int

Ein Wert vom Typ M a sei nun eine Funktion, die den urspriinglichen Zustand
entgegennimmt und das Ergebnis sowie den neuen Zustand zurtickliefert. Der
Typ State sei hier zweckmafligerweise Int.

Sehen wir uns nun den umgeformten Auswerter an, so fallt auf, dass sich

der Umfang der Anderungen gegeniiber dem einfachen Auswerter in Grenzen
halt:

eval it Term — M Int

eval (Con a) x = (a,x)

eval (Div t u) x =let (a,y)=eval t x in
let (b,z)=eval uy in
(@a+b,z+1)

Bei jedem Aufruf des Auswerters muss der alte Zustand {ibergeben, der neue
Zustand aus dem Ergebnis gewonnen und korrekt weitergegeben werden. Be-
trachten wir wieder den Term answer (der Term faulty erzeugt wie beim einfa-
chen Auswerter undefined), so erhalten wir diesmal:

eval answer 0= (42, 2)
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2 Die Auswerter mit Monaden

2.0 Was eine Monade ausmacht

Anhand der Beispiele kann man vielleicht schon die Idee einer Monade
erahnen: in jedem Fall haben wir zuerst einen neuen Typ eingefiihrt, der die je-
weils gewiinschte Form von Berechnung reprasentierte. Das M in den verschie-
denen Typen steht, wie nicht anders zu erwarten war, fiir Monade. Jede Funkti-
on vom Typ a = b wurde durch eine entsprechende Funktion vom Typa - M b
ersetzt. M entspricht hier einer zusatzlich eingefiihrten Nebenwirkung, wie z.B.
eben die Erzeugung von Exceptions, die Verwaltung eines globalen Zahlers o-
der die Ausgabe von Text.

Welche Operationen jetzt miissen auf Typ M ausgefiihrt werden? Zum ei-
nen wdre da die Einheitsoperation, im Folgenden mit unit bezeichnet. unit iiber-
fithrt einen Wert vom Typ a in eine Funktion, die den Wert zuriickliefert und
sonst nichts besonderes tut:

unit:a—>Ma

Zum anderen brauchen wir eine Moglichkeit, eine Funktion vom Typ a —
M b auf eine Berechnung vom Typ M a anzuwenden. Praktischerweise schreibt
man diese Operation als Infix-Funktion:

*):2Ma—>@—>Mb)—>Mb

Eine Monade ist nun ein Tripel (M, unit, x), mit M als Typkonstruktor und den
beiden Operationen unit und . (Diese beiden Operationen miissen ausserdem

den in Abschnitt 2.3 gegebenen Gesetzen gentigen.)
Im Folgenden werden oft Ausdriicke der Form

mx Aa.n

auftreten, wobei m und n fiir Ausdriicke sind, und a eine Variable ist. Die Form
Aa.n ist ein Lambda-Ausdruck, mit n als Giiltigkeitsbereich von a. Lesen lasst
sich der Ausdruck wie folgt: fithre Berechnung m aus, binde a an das Ergebnis
und fithre dann Berechnung n aus. Sieht man sich die Definition von % an, so
stellt man fest, dass der Ausdruck m vom Typ M a ist, die Variable a vom Typ 4,

der Ausdruck n vom Typ M b, der Lambda-Ausdruck Aa.n vom Typ a - M b,
und der gesamte Ausdruck ist vom Typ M b.
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Anhand dieser Abstraktionen ldsst sich der Auswerter wie folgt um-
schreiben:

eval it Term — M Int
eval (Con a) =unita
eval (Div t u) = eval t x Aa. eval u x Ab. unit (a + b)

Anzumerken ist hier, dass die Lambda-Abstraktion am schwachsten bindet,
und Funktionsanwendung am starksten. Der Auswerter liest sich dann so: Um
(Con a) zu berechnen, gib einfach a zuriick. Um (Div t u) zu berechnen, berechne
zuerst t, binde 4 an das Ergebnis, berechne dann u, binde b an das Ergebnis, und
gib schliefdlich a + b zurtick.

typeMa =a

unit ta—>Ma

unit a =

(%) tMa—>@—>Mb)—>Mb
axk =ka

Nimmt man diese Definitionen, welche iibrigens die sog. Einheitsmonade dar-
stellen, zum obigen Auswerter hinzu, so lasst sich durch Einsetzen und Verein-
fachen exakt der einfache Auswerter aus Abschnitt 1.0 ableiten.

2.1 Der monadische Auswerter mit Exceptions

Definieren wir zundchst die Exception-Monade:

data M a = Raise Exception | Return a
type Exception = String

unit ta—>Ma

unit a = Return a

(%) tMa—>@—>Mb)—>Mb
m*k = case m of

Raise e — Raise e
Returna > ka
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raise it Exception > M a
raise e = Raise e

Um eine Fehlerbehandlung zum monadischen Auswerter hinzuzufiigen,
ersetzen wir unit (a + b) durch:

ifb=0
then raise "divide by zero”
else unit (a+0b)
Der Anderungsaufwand entspricht durchaus dem in einer unreinen Spra-

che. Wiederum ist der Auswerter vollkommen gleichwertig zu dem in Ab-
schnitt 1.1.

2.2 Der monadische Auswerter mit globalem Zustand

Die Zustands-Monade sieht folgendermafien aus:

type M a = State — (a, State)

type State = Int

unit ta—>Ma

unit a = Ax.(a, x)

(%) tMa—>@—>Mb)—>Mb

mxk =/x. let(a, y)=mx in
let (b, z) =kayin
(0, 2)

tick M)

tick =Ax.((), x+1)

Der Aufruf unit a liefert die Berechnung zuriick, die den alten Zustand x
tibernimmt und den Wert a2 und den neuen Zustand x zuriickgibt, d.h. der
Zustand bleibt unverandert. Der Aufruf m % k fithrt im alten Zustand x die

Berechnung m aus, welche den Wert 2 und den zwischenzeitigen Zustand y
liefert, und fithrt dann die Berechnung k a in Zustand y aus, woraus das
Endergebnis b sowie der Endzustand z resultieren. Der Aufruf tick erhoht
den Zustandszahler und liefert den leeren Wert () zuriick, dessen Typ eben-
falls als () geschrieben wird.
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Damit der monadische Auswerter die durchgefiihrten Berechnungen
zahlt, ersetzen wir diesmal unit (a + b) durch:

tick x A(). unit (a + b)

Wieder dhneln die Anderungen denjenigen, die in einer unreinen Sprache
vonnoten waren. Erwartungsgemaf erhdlt man durch Einsetzen der Defini-
tionen von x und unit und Vereinfachen den Auswerter mit globalem Zu-

stand aus Abschnitt 1.2.

2.3 Die Gesetze der Monaden

Es gibt drei Gesetze, die die beiden Monaden-Operationen erfiillen
missen:

—  Links-Einheit. Berechne den Wert a, binde b an das Ergebnis, und be-
rechne n. Das Ergebnis ist dasselbe wie n mit der Variablen b ersetzt
durch den Wert a.

unit a x Ab.n = nla/b]

—  Rechts-Einheit. Berechne m, binde a an das Ergebnis, und gib a zuriick.
Das Ergebnis ist dasselbe wie m.

mxAa. unita=m

—  Assoziativitit. Berechne m, binde a an das Ergebnis, berechne 1, binde b
an das Ergebnis, berechne 0. Die Anordnung der Klammern in solch
einer Berechnung ist gleichgiiltig.

m x (Aa.n x Ab.o) = (m x Aa.n) = Ab.o

Der Giiltigkeitsbereich der Variablen a beinhaltet 0 auf der linken Sei-
te, schliefst 0 auf der rechten Seite jedoch aus. Somit gilt dieses Gesetz
nur, wenn a nicht frei in o vorkommt.

Erganzend sollen hier noch die zwei Funktionen map und join vorgestellt
werden, die einige recht niitzliche Anwendungen besitzen und ausserdem
eine alternative Moglichkeit darstellen, eine Monade zu definieren:
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map t(@—>b)>Ma—>Mb)
map fm =m % Aa. unit (f a)

join tMMa)—>Ma

join z =z % Am.m

Die Operation map tiberfiihrt eine Funktion f des Typs a — b in eine mona-
dische Berechnung (mit den Nebenwirkungen der durch x und unit defi-

nierten Monade) des Typs M a - M b. Die Operation join verbindet zwei
Berechnungen bzw. deren Nebenwirkungen zu einer gemeinsamen.

Man kann map auch dazu verwenden, eine Funktion auf jedes Element
einer Liste — wie spéater gezeigt wird, stellen auch Listen eine Monade dar —
anzuwenden, und join dazu, eine Liste aus Listen zu erstellen!

Mittels map und join kann man weitere Gesetze aufstellen. Dabei sei id
die Einheitsfunktion (id x = x) und () die Komposition zweier Funktionen

((f-8) x=f(gx):

map id =id

map (f+ 8) =map f-map g
map f - unit =unit - f

map f - join = join - map (map f)
join - unit =id

join - map unit =id

join - map join = join - join

mxk = join (map k m)

Der Beweis dieser Gesetze folgt aus den Definitionen von map und join so-
wie den drei Monaden-Gesetzen. Man kann Monaden statt tiber unit und %
auch tiber unit, join und map definieren [4, 5]. Dann treten die ersten sieben
der obigen Gesetze an die Stelle der drei zuvor genannten Monaden-
Gesetze. Beide Definitionsweisen sind absolut gleichwertig.
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3 Parsen mit Monaden

Parser (von engl. to parse, fiir: zerlegen, analysieren, (zer)gliedern)
werden bei vielen Gelegenheiten verwendet, z.B. in Compilern, die aus
dem Quellcode eines Programms entweder eine Art Meta-Code oder gar
einen direkt ausfithrbaren Maschinencode generieren, oder in Grammatik-
Priifungssystemen von Textverarbeitungsprogrammen. Aber natiirlich auch
fiir die Verarbeitung oder Uberpriifung von BNF-Grammatiken kdnnen
Parser verwendet werden.

In diesem Abschnitt wird zunéachst erklart, wie sich Listen als Monade
auffassen lassen, da diese eine wichtige Grundlage fiir Parser darstellen.
Dann sollen zwei Beispiele zeigen, wie leicht sich mit Hilfe von Monaden
einfache Parser konstruieren lassen, namlich ein sequenzierender und ein
alternierender Parser.

3.0 Listen als Monade

Eine Liste ist eine Aneinanderreihung von Elementen des Basistyps
der Liste. Ist a der Basistyp, so ist der Typ der Liste [4]. Die Konkatenation
von Elementen geschieht mit :, und das Ende einer Liste bildet immer die
leere Liste. Somit ware [1, 2, 3] =1:2:3 :[] eine Liste des Typs [Int] mit E-
lementen des Typs Int. String ist iibrigens nur ein Synonym fiir [Char], es
gilt: "Monade” =['M’,’0’,'n",’a’,’d’,’e’].

Vereinbaren wir nun die folgende Definition:

unit ta— [a]

unit a = [a]

(*) i [a] = (a — [b]) > [b]
[1 %k =11

(a:x)*k =ka+ (x xk)

unit erzeugt die Liste mit a als einzigem Element als Inhalt. m * k wendet k
auf jedes Element der Liste m an und hangt die resultierenden Listen an-
einander.
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Im Folgenden wird auf die sogenannte "List-Comprehension"-
Notation zuriickgegriffen. Diese Notation erlaubt eine sehr einfache Erzeu-
gung und Verarbeitung von Listen. Sie dhnelt der Schreibweise, die in der
Mathematik oft fiir Mengen verwendet wird. Beispiele waren:

[sgrala<«|[1,2 3]] =[1, 4, 9]
[(ab) | a<[L2]b< "list”]=[(171)Q1)(1's)At),
(2,1,2,71),(2,s"),(2,'t)]

Wie man sieht, erzeugt das zweite Konstrukt eine Liste bestehend aus Tu-
peln mit allen moglichen Kombinationen der Elemente aus den beiden an-
gegebenen Listen [1, 2] und “list”.

Die List-Comprehension-Notation ldsst sich wie folgt in Monaden-
Operationen tibersetzen:

[t x<u] =u % Ax. unit t

[tlx<uy«—v] =uxix.vxAy unitt

t ist hier ein Ausdruck, x und y sind Variablen (oder allgemeiner: Muster
(engl. Patterns)), und u und v sind Ausdriicke, die sich zu Listen berechnen.
Mehr iiber die Verbindungen zwischen Comprehensions und Monaden ist
in [2] nachzulesen.

3.1 Einiges zu Parsern
Parser lassen sich wie folgt darstellen:

type M a = State — [(a, State)]
type State = String

Ein Parser fiir den Typ a nimmt einen Zustand in Form des zu parsenden
Strings entgegen und liefert eine Liste zuriick mit dem vom String gepars-
ten Wert 4, sowie einem Zustand, der den verbleibenden, noch zu parsen-
den String reprasentiert. Die Liste enthalt alle Moglichkeiten, den Urzu-
stand zu parsen: sie ist leer, falls sich der Zustand nicht parsen lasst, sie
enthdlt ein Element, falls sich der Zustand auf eindeutige Weise parsen
lasst, zwei Elemente bei zwei Moglichkeiten und so weiter.
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Betrachten wir einen einfachen Parser fiir arithmetische Ausdriicke,
der einen Baum des bereits zuvor verwendeten Typs zurtiickliefert:

data Term = Con Int | Div Term Term
Angenommen, wir haben einen entsprechenden Parser:
term :: M Term

Dann sind dies einige Beispiele fiir seine Anwendung:

term 23" =[(Con 23, "]
term "23 and more”  =[(Con 23, ” and more”)]
term "not a term” =]

term "((1972+2)+23)" = [(Div (Div (Con 1972) (Con 2)) (Con 23)), "")]

Ein Parser heifst eindeutig, wenn die Liste aller Moglichkeiten x m, die Ein-
gabe x zu parsen, fiir alle x entweder leer ist, oder genau ein Element ent-
halt. Zum Beispiel ist der obige Parser term eindeutig. Ein mehrdeutiger Par-
ser kann mehrere alternative Moglichkeiten zurtiickliefern, die Eingabe zu
parsen.

Der einfache Parser liefert immer das erste Element der Eingabe, es sei
denn die Eingabe ist leer bzw. vollstandig verarbeitet:

item :: M Char
item [] =]
item (a : x) =[(a, x)]

Zwei Beispiele dazu:

item "” =]
item "Monade” =[('M’, "onade”)]

Ohne Zweifel ist der Parser item eindeutig.
3.2 Ein sequenzierender Parser

Nun wollen wir einen sequenzierenden Parser betrachten. Dieser Par-
ser soll immer ganze Sequenzen aus der Eingabe parsen, in diesem Falle
genau zwei Zeichen.
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Zunachst benotigt man aber speziell auf Parser ausgerichtete Definiti-
onen fiir unit und *:

unit ta—>M

unitax = [(a, x)]

(%) 2Ma—>@—>Mb)—>Mb

(m % k) x =[b,z) | (ay)<mx, (b z) < kay]

Der Parser unit a nimmt die Eingabe x und liefert den geparsten Wert a und
die verbleibende Eingabe x zuriick. Der Parser m % k nimmt die Eingabe x
entgegen; der Parser m wird auf die Eingabe x angewendet, was fiir jeden
moglichen Parse einen Wert a sowie die verbleibende Eingabe y ergibt;
dann wird der Parser k a auf diese verbleibende Eingabe y angewendet, und
schliefilich erhélt man fiir jeden moglichen Parse einen Wert b sowie die
insgesamt verbleibende Eingabe z.

Somit entspricht unit dem "leeren" Parser, der keine Eingabe ver-
braucht, und % entspricht dem Sequenzieren von Parsern.

Man kann nun auf folgende Weise zwei Elemente parsen:

twoltems :: M (Char, Char)
twoltems = item x Aa. item % Ab. unit (a, b)

Zum Beispiel:

twoltems "m” =]
twoltems "Monade” =[(("M’,’0"), "nade”)]

Das Parsen ist nur erfolgreich, solange die Liste (noch) mindestens zwei
Elemente enthalt.
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3.3 Ein alternierender Parser

Abschliefsend soll noch ein alternierender Parser untersucht werden.
Ein solcher Parser liefert nicht — wie der sequenzierende Parser — nur einen
Parse (im obigen Fall zwei Elemente) zuriick, sondern versucht, mehrere —
alternative — Parses durchzufiihren. Dazu definieren wir uns zwei neue

Funktionen:
zero w“Ma
zero x =]
() tMa—>Ma—>Ma
(m@n)x =mx+Hnx

Der Parser zero nimmt die Eingabe x entgegen, versagt jedoch immer. Der
Parser m @& n nimmt die Eingabe x entgegen und liefert alle moglichen Par-

ses von m angewendet auf die Eingabe x sowie alle moglichen Parses von n
angewendet auf die selbe Eingabe x zuriick.

Dies nun ist der Parser, der entweder ein oder zwei Elemente der Ein-
gabe parst:

oneOrTwoltems i M String
oneOrTwoltems = (item % Aa. unit [a]) &

(item % Aa. item x Ab. unit [a, b])

Erneut einige Beispiele zu diesem Parser:

oneOrTwoltems "” =[]
oneOrTwoltems "M” =[("M","")]
oneOrTwoltems “Monade”
=[("M","onade”), ("Mo", "nade"”)]

Das letzte Beispiel liefert zwei alternative Parses. Dies zeigt, dass man
durch Alternierung mehrdeutige Parser erhalten kann.
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